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Instructions

L’examen suivant est un Questionnaire à Choix Multiples (QCM). Il s’agira pour chaque

question de déterminer quelle est la bonne réponse parmi les choix donnés. Aucune démon-

stration n’est demandée. Les réponses sont à renvoyer pour le 20 mai 2020, 11h00,

heure de Paris (en utilisant par exemple le fichier ci-joint) par email à l’adresse suivante :

guillaume.weick@ipcms.unistra.fr. En cas de question lors de l’examen, vous pouvez soit m’en-

voyer un email à l’adresse ci-dessus en me donnant votre numéro de téléphone, et je vous

rappellerai immédiatement, soit me contacter sur Skype (identifiant : guillaume.weick).

Exercice 1

Un bloc de masse M dans le champ de gravitation terrestre (accélération de la pesanteur g)
est positionné sous un dévers qui fait un angle � avec l’horizontale (0 6 � 6 ⇡/2). On applique
une force horizontale de magnitude Mg à ce bloc, comme le montre la Fig. 1. On suppose que
la force de friction entre le bloc et le dévers est su�sante afin de maintenir le bloc statique. Soit
µ le cœ�cent de friction statique entre le bloc et le dévers. Soient x̂

0 et ŷ

0 les vecteurs unitaires,
respectivement, selon le dévers et perpendiculaire au dévers (voir Fig. 1).
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2.19. Leaning sticks and circles ***
A large number of sticks (with mass density per unit length ρ) and
circles (with radius R) lean on each other, as shown in Fig. 2.26. Each
stick makes an angle θ with the horizontal and is tangent to the next
circle at its upper end. The sticks are hinged to the ground, and every
other surface is frictionless (unlike in the previous problem). In the limit
of a very large number of sticks and circles, what is the normal force
between a stick and the circle it rests on, very far to the right? Assume
that the last circle leans against a wall, to keep it from moving.

...
u

R

Fig. 2.26

2.4 Exercises

Section 2.1: Balancing forces

2.20. Block under an overhang *
A block of mass M is positioned underneath an overhang that makes an
angle β with the horizontal. You apply a horizontal force of Mg on the
block, as shown in Fig. 2.27. Assume that the friction force between the
block and the overhang is large enough to keep the block at rest. What
are the normal and friction forces (call them N and Ff ) that the overhang
exerts on the block? If the coefficient of static friction is µ, for what
range of angles β does the block in fact remain at rest?

Mg M

b

Fig. 2.27

2.21. Pulling a block *
A person pulls on a block with a force F , at an angle θ with respect to the
horizontal. The coefficient of friction between the block and the ground
is µ. For what θ is the F required to make the block slip a minimum?
What is the corresponding F?

2.22. Holding a cone *
With two fingers, you hold an ice cream cone motionless upside down,
as shown in Fig. 2.28. The mass of the cone is m, and the coefficient
of static friction between your fingers and the cone is µ. When viewed
from the side, the angle of the tip is 2θ . What is the minimum normal
force you must apply with each finger in order to hold up the cone? In
terms of θ , what is the minimum value of µ that allows you to hold up
the cone? Assume that you can supply as large a normal force as needed.

u u

finger finger

Fig. 2.28

2.23. Keeping a book up **
The task of Problem 2.4 is to find the minimum force required to keep a
book up. What is the maximum allowable force, as a function of θ and
µ? Is there a special angle that arises? Given µ, make a rough plot of
the allowed values of F for −π/2 < θ < π/2.

x̂

�

ŷ

�

Fig. 1:

1/ Question : Déterminez (en norme et en direction) la force normale N et la force de friction
Ff que le dévers exercent sur le bloc.
Réponse :

(a) N = Mg(sin� + cos �) ŷ0 et Ff = Mg(sin� � cos �) x̂0

(b) N = Mg(sin� � cos �) ŷ0 et Ff = Mg(sin� + cos �) x̂0

(c) N = Mg(cos � � sin �) ŷ0 et Ff = Mg(sin� + cos �) x̂0
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2/ Question : À aide de votre expression pour N, montrez dans un premier temps que les seules
valeurs possibles pour l’angle � afin que le système reste statique sont telles que �1 < � 6 �2,
avec
Réponse :

(a) �1 = ⇡/4 et �2 = ⇡/2

(b) �1 = 0 et �2 = ⇡/4

(c) �1 = 0 et �2 = ⇡/2

(d) �1 = ⇡/3 et �2 = ⇡/2

3/ Question : En utilisant la relation entre la force normale et la force de friction, montrez dans
un deuxième temps que les valeurs de � telles que le bloc soit statique sont données par la
relation
Réponse :

(a)

tan� > µ� 1
µ + 1

(b)

tan� 6 µ + 1
µ� 1

(c)

tan� > µ + 1
µ� 1

(d)

tan� 6 µ� 1
µ + 1

avec µ > 1.

Exercice 2

Un projectile ponctuel de masse m soumis à l’attraction terrestre (on note g l’accélération
de la pesanteur), initialement au niveau du sol (supposé parfaitement plat) et à l’origine des
coordonnées, est lancé à l’instant initial t0 = 0 dans une certaine direction avec la vitesse initiale
v0 qui forme un angle ↵ avec le sol, comme le montre la Fig. 2. Dans la suite, on prend en compte
les frottements de l’air. On suppose que la force de frottement a pour expression Ffr = �m�v,
où � > 0 est la constante de frottement et où v est la vitesse du projectile.

g

v0

↵

x

y

0

Fig. 2:
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1/ Question : À l’aide du Principe Fondamental de la Dynamique, déterminez les équations du
mouvement selon x et y.
Réponse :

(a) ẍ = ��ẋ, ÿ = g � �ẏ

(b) ẍ = ��ẋ, ÿ = �g � �ẏ

(c) ẍ = ��ẏ, ÿ = �g � �ẋ

(d) ẍ = ��ẏ, ÿ = g � �ẋ

2/ Question : En déduire la vitesse
�
ẋ(t), ẏ(t)

�
de la particule à tout instant t > 0.

Réponse :

(a)
ẋ(t) = v0 cos ↵ e��t

, ẏ(t) = v0 sin ↵ e��t +
g

�

�
e��t � 1

�

(b)
ẋ(t) = v0 cos ↵ e��t

, ẏ(t) = v0 sin ↵ e��t +
g

�

e��t

(c)
ẋ(t) = v0 cos ↵ e��t

, ẏ(t) = v0 sin ↵ e��t +
g

�

�
1� e��t

�

(d)
ẋ(t) = v0 cos ↵ e�t

, ẏ(t) = v0 sin ↵ e�t � g

�

�
e�t � 1

�

3/ Question : Déterminez la trajectoire
�
x(t), y(t)

�
de la particule à tout instant t > 0.

Réponse :

(a)

x(t) =
v0 cos ↵

�

�
e��t + 1

�
, y(t) =

v0 sin ↵

�

�
1� e��t

�
� g

�

2

�
�t + e��t � 1

�

(b)

x(t) =
v0 cos ↵

�

�
e��t � 1

�
, y(t) =

v0 sin ↵

�

�
1� e��t

�
� g

�

2

�
e��t � 1

�

(c)

x(t) =
v0 cos ↵

�

�
e�t � 1

�
, y(t) =

v0 sin ↵

�

�
1� e��t

�
� g

�

2

�
�t + e��t

�

(d) aucune des réponses ci-dessus n’est la bonne

4/ Question : Pour � = 0, montrez que la trajectoire de la particule décrit une parabole dans le
plan (0xy), dont l’équation est donnée par
Réponse :

(a)
y = � g

2(v0 cos ↵)2
x

2 + tan (↵)x

(b)
y = � g

2(v0 sin ↵)2
x

2 + tan (↵)x

(c)
y =

g

2(v0 cos ↵)2
x

2 + tan (↵) x

(d)
y = � g

2(v0 sin ↵)2
x

2 + cos (↵) x
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Exercice 3

Un cylindre de rayon R, de densité de masse uniforme et de masse totale M se situe sur un
plan incliné qui fait un angle ✓ avec l’horizontale. Une corde inextensible, et dont on négligera
la masse, est attachée au point le plus à droite du cylindre, et une masse ponctuelle m est
suspendue à cette corde (voir Fig. 3). On suppose que le cœ�cient de friction entre le plan
incliné et le cylindre est su�samment grand de telle sorte que le cylindre ne glisse pas sur le
plan.
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2.29. Direction of the force *
A stick is connected to other parts of a static system by hinges at its
ends. Show that (1) if the stick is massless, then the forces it feels at the
hinges are directed along the stick, but (2) if the stick is massive, then
the forces need not point along the stick.

2.30. Ball on a wall *

u

m

Fig. 2.32

Aball is held up by a string, as shown in Fig. 2.32, with the string tangent
to the ball. If the angle between the string and the wall is θ , what is the
minimum coefficient of static friction between the ball and the wall that
keeps the ball from falling?

2.31. Cylinder and hanging mass *
A uniform cylinder of mass M sits on a fixed plane inclined at an
angle θ . A string is tied to the cylinder’s rightmost point, and a mass m
hangs from the string, as shown in Fig. 2.33. Assume that the coeffi-
cient of friction between the cylinder and the plane is sufficiently large
to prevent slipping. What is m, in terms of M and θ , if the setup is
static?

M

m
u

Fig. 2.33

2.32. Ladder on a corner **
A ladder of mass M and length L leans against a frictionless wall, with
a quarter of its length hanging over a corner, as shown in Fig. 2.34. It
makes an angle θ with the horizontal. What angle θ requires the smallest
coefficient of friction at the corner to keep the ladder at rest? (Different

ML
1/4 of the
length

u

Fig. 2.34

values of θ require different ladder lengths, but assume that the mass is
M for any length.)

2.33. Stick on a corner **
You support one end of a stick of mass M and length L with the tip of
your finger. A quarter of the way up the stick, it rests on a frictionless
corner of a table, as shown in Fig. 2.35. The stick makes an angle θ
with the horizontal. What is the magnitude of the force your finger must
apply to keep the stick in this position? For what angle θ does your force
point horizontally?

ML
u

Fig. 2.35
2.34. Stick and a cylinder **

A horizontal stick of mass m has its left end attached to a pivot on a plane
inclined at an angle θ , while its right end rests on the top of a cylinder
also of mass m which in turn rests on the plane, as shown in Fig. 2.36.
The coefficient of friction between the cylinder and both the stick and
the plane is µ.

u

m

m

m

m

Fig. 2.36

(a) Assuming that the system is at rest, what is the normal force from
the plane on the cylinder?

Fig. 3:

1/ Question : Déterminez m en fonction de M et ✓ si le système est statique.
Réponse :

(a)

m =
cos ✓

1� cos ✓

M

(b)

m =
sin ✓

1 + sin ✓

M

(c)

m =
sin ✓

1� sin ✓

M

(d)

m =
cos ✓

1� sin ✓

M

2/ Question : Analysez les cas limites ✓ ! 0 et ✓ ! ⇡/2.
Réponse :

(a) lim✓!0{m} = 0 et lim✓!⇡/2{m} = M

(b) lim✓!0{m} = 0 et lim✓!⇡/2{m} =1
(c) lim✓!0{m} =1 et lim✓!⇡/2{m} = 0

(d) lim✓!0{m} = M et lim✓!⇡/2{m} =1

Exercice 4

On considère le choc élastique unidimensionnel de deux particules non-relativistes de même
masse m, considérées comme ponctuelles. Avant le choc des deux particules, la masse de gauche
en mouvement rectiligne uniforme vers la droite a une vitesse 2v, alors que la masse de droite
(en mouvement rectiligne uniforme vers la gauche) a une vitesse �v. On appelle v1 et v2 les
vitesses des particules de gauche et droite après le choc, avec v1 et v2 comptées positives vers la
droite (voir Fig. 4). Dans la suite, on néglige l’attraction gravitationnelle entre les deux masses
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avant collision après collision

m

2v

�v

m

v1 v2

m m

Fig. 4:

et on suppose que la collision a lieu dans le vide.

Question : Calculez les vitesses v1 et v2 des deux particules après le choc.
Réponse :

(a) v1 = v et v2 = 3v

(b) v1 = �v et v2 = 4v

(c) v1 = �v et v2 = 2v

(d) v1 = �2v et v2 = 5v

(e) v1 = �v/2 et v2 = v

(f) aucune des réponses ci-dessus n’est la bonne

Exercice 5

On considère le système de la Fig. 5 : dans le champ de gravitation (accélération de la pesan-
teur g), une masse ponctuelle M se situe sur un plan incliné (d’angle ↵). À cette masse est
attaché un pendule simple, de longueur constante ` et de masse m (également ponctuelle). Dans
la suite, on néglige toute friction, et l’on suppose que le mouvement a lieu dans le plan (0xy).

x

y

0

z

M

m

`

✓

↵

g

Fig. 5:

1/ Question : Déterminez les positions (x, y)M et (x, y)m des deux masses M et m en fonction
de z (position de la masse M le long du plan incliné), de l’angle ✓ que fait la masse m avec
la verticale, et de l’angle ↵.
Réponse :

(a) (x, y)M = (z cos ↵, z sin ↵) et (x, y)m = (z cos ↵� ` sin ✓, z sin ↵ + ` cos ✓)

(b) (x, y)M = (z cos ↵, z sin ↵) et (x, y)m = (z cos ↵ + ` sin ✓, z sin ↵� ` cos ✓)

(c) (x, y)M = (z cos ↵,�z sin ↵) et (x, y)m = (z cos ↵ + ` sin ✓,�z sin ↵� ` cos ✓)
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2/ Question : Déterminez le lagrangien L du système en fonction des coordonnées généralisées
z et ✓.
Réponse :

(a)

L =
M + m

2
ż

2 +
m

2

h
`

2
✓̇

2 + 2ż`✓̇ cos (✓ � ↵)
i

+ (M + m)gz sin ↵�mg` cos ✓

(b)

L =
M + m

2
ż

2 +
m

2

h
`

2
✓̇

2 + 2`✓̇ cos (✓ � ↵)
i
� (M + m)gz sin ↵ + mg` cos ✓

(c)

L =
M + m

2
ż

2 +
m

2

h
`

2
✓̇

2 + 2ż`✓̇ cos (✓ � ↵)
i
� (M + m)gz sin ↵ + mg` cos ✓

(d)

L =
M + m

2
ż

2 +
m

2

h
`

2
✓̇

2 + 2ż`✓̇ sin (✓ � ↵)
i
� (M + m)gz sin ↵ + mg` cos ✓

3/ Question : En déduire les équations du mouvement.
Réponse :

(a) (
(M + m)z̈ + m`

h
✓̈ cos(✓ � ↵)� ✓̇

2 sin(✓ � ↵)
i

= �(M + m)g sin ↵

`✓̈ + z̈ cos(✓ � ↵) = �g sin ✓

(b) (
(M + m)z̈ + m`

h
✓̈ cos(✓ � ↵) + ✓̇

2 sin(✓ � ↵)
i

= �(M + m)g sin ↵

`✓̈ + z̈ cos(✓ � ↵) = g sin ✓

(c) (
(M + m)z̈ + m`✓̇ [cos(✓ � ↵)� sin(✓ � ↵)] = �(M + m)g sin ↵

`✓̈ � z̈ cos(✓ � ↵) = �g sin ✓
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